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AVERTISSEMENT. 



JL'esprit d'association , que plusieurs circon- 
stances ont contribue depuis quelques annees 
â ranimer en France , est le principe de divers 
etablissements publics qui peuvent offrir de 
grands avantages. Telles sont Ies caisses d'e- 
pargne et de prevoyance, dont Fobjet est 
d'ameliorer le sort des individus dans un âge 
avance , au moyen de legeres privations qu'ils 
s'imposent dans la jeunesse. Telles sont en- 
core Ies societes d'assurance mutuelle, dont 
Ies membres , en s'obligeant a payer une 
faible retribution, se mettent a Tabri des acci- 
dents qui pourraient aneantir une pârtie con- 
siderable de leur fortune , ou meme leur for- 
tune entiere. Les principes de l'economie po- 
litique , les lois de la morale , et les resultats 
du calcul (i), s'accordent pour prouver Tutilite 



(i) Voyez sur les avantages des soci^t^s d'assurance mu- 
tuelle, rexcellent ^rit public par M. Fourier dans les ^n- 
nalcs de chimie et de physique y tome X, fi^vrier 1819, ou 
Tanteur a donn^ les resultats de l'analyse delicate et difficile â 
laquelle ii a soumis les conditions de ce genre d'^tablissementa. 



370316 



(6) 
des etablissements de cette nature : Topinion 
publique et le gouvernement ne sauraient trop 
Ies encourager. 

La Tontine perpe'tuelle d'amortissement , 
dont je me suiş propose Texamen , n'est point 
une institution semblable a celles dont je viens 
de parler. Elle a meme un caractere tout oppose. 
En efFet , entrer dans une societe d'assurance 
mutuelle, c'est se mettre a Fabri du hasard 
d'une grande perte. Placer de Fargent dans 
la nouvelle tontine, c'est au contraire aller 
aiL devant du hasard d'un gain considerable : 
c'est jouer, et sur-tout c'est jouer aux depens 
de ses he'riţiers. II est donc impossible de 
confondre ce dernier etablissement avec Ies 
premiers; et Ies resultats auxquels le calcul 
conduit a son egard ne peuvent jeter sur eux 
aucune defaveur. 

Je me suiş borne a considerer la valeur ma- 
thematique des sommes qui feraient l'objet des 
speculations auxquelles le nouvel etablissement 
pourrait donner lieu. J'ai fait abstraction des 
considerations morales qui font varier, pour 
chaque personne , Tavan tage attache a la pos- 
session d'une meme somme d'argent. Ces con- 
siderations tiennent â la situation paiticuliere 
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et au caractere des individus, et chacun^ sous 
ce point de vue , pourra porter sur la tontine 
un jugement difFerent. II se trouvera des per- 
sonnes qui la rejetteront totalement , par la 
seule raison que le placement est viager. II 
s'en trouvera peut-etre d'autres que cette con- 
sideratîon n'arretera point, et qui seront ten- 
tees par Tesperance dune augmentation de 
revenu sur la fin de leur vie. Ces dernieres 
auront ici lappreciation exacte de cette espe- 
rance, et seront a meme de juger si Favan- 
tage moral qu'elle leur procurera est capable 
ou non de balancer le desavantage mathema- 
tique qui en est inseparable. 

Completement etranger, par ma situation 
particuliere et par la nature de mes occupa- 
tions , a toute speculation financiere , je n ai 
pas besoin de dire qu aucun interet personnel 
ne m'engage a publier cet ecrit. Le seul 
but que je me suiş propose est de repandre 
des ve'rites utiles, et de contribuer a residre 
sensible combien Femploi du calcul est avan- 
tageux, et meme necessaire, dans la discus- 
sion et Texamen preliminaire auxquels de sem- 
blables institutions doivent donner lieu. 
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JLj'objet de la Tontiop peipetuelle d'amortisse- 
ment est de transformer Ies capitaux qui y seront 
places en rentes yiageres susceptibles d'accroisse- 
ment. Les actionnaires sont partagâs , d'apres leur 
âge , en huit classes. Les fonds fournis par chaque 
classe sont employ^s a acheter des rentes sur 
l'Etat. Ces rentes sont mises en commun, et par- 
tag^es entre tous les actionnaires vivants de chaque 
classe, en raison de leurs mises respectives. Les 
vivants heritent ainsi des morts, et le dernier 
survivant jouit seul du revenu fond^ par les ca- 
pitaux fournis par la classe entiere. A preş sa 
mort, la rente est ^teinte au profit de l'Etat. II 
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doit etre pay^ aux administrateurs cinq pour cent 
des mises , et Us se r^servent le dixieme des ex- 
tinctions. 

Les statuts de cette tontine ayant ete publi^s , 
ii est inutile d entrer ici dans de plus grands de- 
tails sur sa constitution. ' 

Engager les particuliers, par l'at trăit d'une aug- 
mentation progressive de revenu, â placer leurs 
capitaux en rentes viageres ; substituer ă la place 
des h^ritiers naturels des capitalistes , l'^tat et les 
administrateurs de la tontine , au profit desquels 
les rentes sur le grand livre' se trouveront amor- 
ties : tels sont les effets que ce nouvel ^tablisse- 
ment tend â produire. En Texaminant sous tous 
les points de vue , ii pourrait donner lieu â des 
recherches importantes, plus inîportantes meme 
que celles auxquelles je me suiş born^. Un tel 
^tablissement int^resse en effet U ^ l^gislation , 
r^conomie politique, et.sur-tout la morale pu- 
blique , qui peut s'alarmer d'un nouyeau moyen 
offert aux partici^liers , pour tenter la fortune 
aux d^pens de leurs h^ritiers naturels. Mais si 
j'indique de semblables consid^rations , <;'est seu* 
lement pour montrer qu'elles ne me sont point 
demeur^es ^trangeres. L'objet que je me suiş pro- 
pos^ dans cet ^eriţ est uniquement de d^ve» 
lopper les resultats mathematiques des conditions 
de la uouvelle tontine, et de rechercher si les 
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actionnaires y placeraient leurs fonds avantageu 
semen t ou non. Cette recherche est une applica- 
tion du calcul des probabilit^s , qu'il m'a păru 
convenable de faire porter sur un objet d'utilit^ 
publique , plutot que sur une question fictive. 
Si d'ailleurs quelqu'un youlait traiter le men>e 
sujet sous un point de vue plus etendu. Ies 
r^sultats auxquels je suiş parvenu offriraient 
ă ses raisonnements une base sure, et qu'il etait 
indispensable d'^tablir: Cet ^crit n'etant point 
destine uniquement aux personnes familiari - 
s^es avec le calcul , je suiş entr^ dans quelques 
details qui auraient et^ fort inutiles pour elles. 
J'ai cherch^ par-lâ a rendre gen^ralejnent intelli- 
gîbles, sinon Ies details de Fanalyse, au moins Ies 
principes sur lesquels elle est fond^e , et la ma-r 
niere dont elle procede, 

Les principes applicables aux recherches de ce 
genre sont au nombre de deux. Le premier sert 
â evaluer en capitaux actueh les paiements qui 
doivent se faire ă une epoque plus ou moins 
eloignee dans l'avenir. Si Ton d^pose actuellement 
une sorame entre les mains d'un banquier, qui 
s'engage â la rembourser dix ans apres , ce ban- 
quier doit rendre â cette dpoque cette somme 
augmentee des interets qu'elle a produits , et qui, 
etant demeures entre ses mains, en ont*produit 
le meme prix qu'un paiement assur^ de 5o h. qui 
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d'autres â leur tour. Cest ce qu'on nomme preter 
ă intirSt composâ, R^ciproquement , si Ton doit 
toucher dans dix ans une certaine somme, et si 
Fon veut c6der actuellement son droit â un ban- 
quier , ce dernier ne paiera point la somme en- 
tiere, mais une somme moindre, et telle qu'en 
lui ajoutant Yirit6ret composi qu'elle aura produit 
au bout de dix ans , on ait un resultat ^gal au 
paiement qui doit etre fait â cette ^poque. 

Le second principe sert â evaluer, toujours en 
capitaux actuels, Ies paiements qui doivent se faire 
dans l'avenir â une ^poque d^termin^e , lorsque 
ces paiements ne sont point assur^s, mais de- 
pendent de i'arriv^e d'un evenement incertain. 
Cette evaluatiou se fait en multipliant la somme 
â payer par la probabilite que son paiement aura 
lieu. Âdmettons , par exemple , qu'il doit etre 
pay^ loo fr. dans dix ans k une personne, en 
supposant qu'elle vive â cette ^poque. Si , en ob- 
servant la loi de la mortalite dans le pays que cette 
personne habite , on a reconnu que , sur un grand 
nombre d'individus de son âge, ii y en a g6n6- 
ralement la moitie seulement qui vivent dix ans 
apreş, ii sera egalement probable que la personne 
dont ii s'agit vivra ou ne vivra pas dans dix ans. 
La probabilite que le paiement aura lieu est donc 
|. Dans ce cas, un banquier â qui la personne 
voudrait c^der actuellement son droit , le paierait 
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devrait «tre effectue dans dix ans. Tels sont Ies 
deux principes, d'apres lesquels Ies tontines et 
autres ^tablissements semblables doîvent etre 
analys^S. 

£n examinant la tontine perp^tuelle d'amortis- 
sement , on peut parvenir k quelques r^sultats , 
au moyen du raisonn^ment seul, et sans Taide 
du calcul. On voit d'abord que le jeu ne peut 
etre ^gal entre Ies actionnaires, qu'autant quils 
sont tous du meme âge; et c'est par cette rai- 
son qu'on Ies a partag^s en s^ries, dans cha- 
cune desquelles sont r^unis des individus dont 
Ies âges ne doivent pas diffi^rer de plus de dix 
ans. C'est aussi par la meme raison qu'une s^rie 
doit etre ferm^ au bout de cinq ans, lors meme 
qu'elle ne serait pas remplie dans cet intervalle. 
L'ayantage de chaque actionnaire etant relatif â 
l'esp^rancequ'il peut avoir de survivre aux autres, 
ii est clair que Ies plus âg^s jouent avec moins 
d'avantage que Ies plus jeunes. U s'en &ut meme 
beaucoup que la precaution de partager Ies actioti- 
naires en s^ries , comme ii vient d'etre dit , re- 
m^ie suffîsamment k cet inconvenient. En effet, 
et je ne choisis pas ici le cas le plus d^savanta- 
geux , consid^rons deux individus dont l'un avait 
dix ans, et l'autre vingt,au moment ou ils ont 
pris chacun une action. Le revenu produit par 
cette action augmentera progressivement ; et au 
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botit de 70 ans, par exemple, si Ies deux indi* 
vidus sont vivants , ce revenu se sera aceru dans 
un rapport d^termin^ , et qui d^pend dti nombre 
des âctionnaires appartenant k la nieme s^rie, qui 
sera mort dans cet intenralle. Mais en admettant 
Ies resultats des tables qui sont g^neralement con- 
sid^r^es comme repr^sentant dvec le plus de fide- 
lii^ la loi de la mortalite en France, on voit que 
sur 55 r individus âg^s de dix ans, ii y en a en- 
viron 35 qui vivent encore 70 ans apres , ou qui 
atteignent Tâge de quatre-vingts ans.; et que, sur 
5oa individus âges de vingt ans , ii y en a seule- 
ment 4 qui vivent encore 70 ans apres, ou qui 
atteignent l'âge de quatre-vingt-dix ans. Les esp6- 
rances que les deux individus que nous consi- 
derons peuvent concevoir d'etre encore vivants 
70 ans apres avoir pris leurs actions , et de jouir 
d'une meme augmentation dans* leur revenu , 
doivent donc etre dans It rapport des deux frac- 
tions -^ et ^~ , ou de 8 â i envirou; II eut donc 
fallu , pour que leurs sorts eussent ^t^ 6gaux sous 
le point de vue ou je viens de les consid^rer ^ ou 
pour que leurs avantages eussent cfte propdr*- 
tionn^ ă leurs mises , que le plus jeune eut paye 
son action environ huit fois plus cher que le 
plus âge. 

Si, d'apres ce qui precede , Ies individus appar- 
tenant k une. meme serie ont , par suite de Tin^ 
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galitâ de leurs âges respectife, des avantages fort 
înegaux k attendre de rassociation , ii y a des dif- 
fărences encore plus marqu^^s dans Ies sorts de 
ceux qui appartiennent k diverses s^ries. II est 
Evident que Ies capitaux qui seraient engag^s dans 
cette tontine, se trou veraient plac^s beaucoup plus 
avantageusement sur des individus tres-jeunes 
que sur des individus tres-âg^s; puisque Ies pre- 
miers doivent jouir beaucoup plus long-temps 
que Ies derniers du revenu viager que ces capi- 
taux doivent produire. 

On voit encore ais^ment que Ies mises de tous 
Ies actionnaires , suppos^s de meme âge , doivent 
etre ^gales entre elles, pour que leurs conditions 
soient egales. Ceux qui feraient Ies mises Ies plus 
fortes auraient un desavantage sur Ies autres. S'il 
pGUvait arriver, par exemple, qu'un seul action- 
naire prit k lui seul la moitie des cent miile ac- 
tions formant une s^rie , et que toutes Ies autres 
actions fu^nt prises par cinquante miile per- 
sonnes differentes , le premier actionnaire , s'il 
survivait k tous Ies autres , aurait son revenu pri- 
mitif doubl^. Mais chacun des autres actionnaires, 
qui a la m^me chance que le premier de sur- 
vivre k tous , aurait alors un revenu cent miile 
fois plus grand. II y a donc une excessive dif- 
ftrence entre son sort et celui du premier ac- 
tionnaire. U est visible qu'une diff^rence analogue 
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subsîstera toujours entre Ies sorts des actionnaires, 
toutes Ies fois que leurs mises ne seront point 
egales , au d^savantage de ceux dont Ies mises 
seront Ies plus. fortes. 

En recherchant toutefois par le calcul si le pla- 
cement des fonds dans la tontine procure quelque 
avantage , je supposerai d'abprd , pour plus de 
gen^ralit^ , que , Ies âges des actionnaires etani 
^gaux k r^poque ou l'associatiou se forme , leurs 
mises ont des valeurs arbitraires et inegales. 

Soient donc n personnes de Tâge A, qui ap- 
portent k Tetablissement des capitaux, lesquels 
etant employes k acheter des rentes perp^tuelles 
sur TEtat, produiront des revenus annuels repr^- 

sentes par h^, h^^ h^, h^^ ^„-x- Admettons 

que ces revenus soient mis en commun , avec la 
condition qu'au d^ces de chaque actionnaîre, sa 
part se partagera entre Ies survivants, en raison 
de leurs mises respectives ; et qu'apres le d^ces du 
dernier actionnaire la rente sera ^teinrte. Faisons 
d'abord abstraction des cinq pour cent du capital, 
qui doivent etre pay^s aux administrateurs , ainsi 
que du dixieme des extinctions qu'ils se r^servent; 
et cherchons quel est 1^ capital actuel ^quîvalent 
aux esperances que l'actionnaire qui a mis le re- 
venu ho peut concevoir. 

Transportons-nous par la pensee k x annees 
apres l'instant ou Ies capitaux ont ^t^ d^pos^s , et 
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repr^sentons par X la probabilii^ qu'une personne 
de l'âge A soit encore vivante â l'âge A + a: , et par 
cons^quent par i — X la probabilit^ qu'elle sera 
morte k cet âge. SiTindividu que Fon considere 
est encore vivant k cette epoque , ii touchera alors 
un revenu , dont la valeur d^pend du nombre de 
ses co-actionnaires qui seront aussi vivants, et de 
la grandeur de leurs mises. Soit v le nombre des 
vivants k l'^poque dont ii s'agit, sur Ies n — i ac- 
tionnaires autres que celui que Ton considere. La 
probabili te que, sur /i— i personnes de l'âge A, 
ii y en ait v vivantes , et par cons^quent n — v — i 
mortes , x anmies apres , sera exprimee , comme 
Ton sait , par 

i.a.3. . . .V ^ ' 

Supposons maintenant que Ies v actionnaires 
vivants soient ceux dont Ies mises ont produit Ies 

revenus A, , A, , A3 , h„. II n'est pas difficile 

de voir que le revenu primitif de Factionnaire 
qu'on considere , qui est ho , doit augmenter dans 
le rapport du revenu total appartenant ă tous Ies 
actionnaires , au revenu primitif des survivants. 
he revenu ho, dans Thypdthese qu'on vient de 
faire, doit donc devenir 

/j^, — ■ . ■ ' . • 

2 
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Mais cette hypoţhese est tout-â-fait gratuite , puis- 
que la valeur du revenu des survivants peut etr€ 
formee en ajoutant k ho une somme quelconque 
form^e des quantites K^h^^ A3...... A„_, prises 

en nombre v. Ei comme , la probabilii^ X est 
suppos^e la meme pour tous Ies actionnaires, ii n'y 
a pas de raison pour prendre une de ces valeurs 
de pr^fei^ence aux autres. On doit donc prendre 
leur valeur moyenne , laquelle s'obtiendra en fai- 
sant leur somme , et la divisant par leur nombre , 
qui est egal au nombre des cpmbinaisons de n — i 
lettres prises v.k v. Cette valeur moyenne sera donc 

1.2.3. ..,V - ^ Ao4^i+Aa4-A3+«»--f-^i»— I 



(/i — i)(/i — i){n — 3)....(/i — v) °* ho-\-{ht+. . . .+Ar) 

OU ii faut admettre que la parenthese du d^- 
nominateur ko+ (A, +....-h h^ doit repr^senter 
successiveniient toutes Ies sommes formees en ajou- 
tant v quelconques des quantites K^K^h^v* ^n-i- 
Telle est la valeur moyenne du paiement ă faire 
ă Tactionnaire que l'on considere, â la fin de la x^ 
ann^e, et dans l'hypothese ou ii y a v survivants, 
outre cet actionnaire. 

. Or ce nombre v des survivants est lui-meme 
incertain , et l'on a vu plus haut l'expression de 
la probabilite qu'il aurait lieu. Pour trouver la 
valeur moyenne du paiement dont ii s'agit , ii 
faut multiplier chacune des valeurs qu'il prend 
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quand v varie, par la probabilite coirespondante, 
et faire la somme des produits. On aura ainsi 

/"'q~'y.^,__Y>_^. q ^o+^'+A»+ A3+....+Ă,-. 
no-ti A (^i— Aj .o A,+(A.H +A,) 

potir la valeur moyenne du paiement k faire , â 
la fin de la x^ annee , â Tactionnaire dont le re- 
venu primitif est h^. Or la probabilite que cet 
actionnaire sera vivant â cette menae 6poque , ou 
que le paiement aura lieu , est X. Donc la vajeur 
r^elle de ce paiement est 

Mais , en repr^sentant par r Tint^ret annuel â 
payer pour un capital i , une somme â payer 
dans X ann^es equivaudra ă un capital actuel 

= — — r;. Donc le paiement â faire ă Tactionnaire 

ă la fiu de la x^ ann^e , ^quivaut k un capital ac- 
tuel represente par 



g x-+'(i— X)"— -'.S 



Si l'on suppose enfin que cet actionnaire puisse 
esperer de vivre a ann^es au-delâ de l'âge A , ii 
faudra, pour avoir la valeur du capital actuel ^qui- 
valent aux avantages que sa mise doit lui^pro*- 

2. 



curer, faire la somme de toutes Ies valeurs que 
prendra la fonction precedente, en faisant varier 
X depuis un jusqu'â a. On aura ainsi 



x^a v^n—i 



pour la valeur cherch^e. 

Quoique cette formule soit fort generale , on 
peut n^anmoins en deduire quelques conclusions. 
On remarquera en effet qu'elle peut etre consi- 
der^e comme compos^e de deux facteurs. Tun 
proportionnel au revenu primitif h^ , provenant 
de la mise de Tactionnaire que Ton considere ; 
l'autre qui depend de cette mise et de toutes Ies 
autres. Or chacune des quantites qui entrent dans 
la somme 

qui fait pârtie de ce second facteur , sera evidem- 
ment toujours plus grande que Tunit^, et s'ap-* 
prochera d'autant plus d'etre ^gale ă Tuiiite que 
la mise h^ sera plus grande par rapport k toutes 
Ies autres. Donc, le premier facteur de Texpres- 
sion (A) croissant toujours proportionnellement 
k la mise h^ de Factionnaire que Ton considere , 
le second facteur diminue k mesure que la mise 
de cet actionnaire est plus grande par rapport 
aux autres mises. Si elle etaitextremement grande 



(A) 
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par rappoTt aux autres, la somme pr^c^dente 
deviendrait ^gale k Tunitii multipliee par le 
nombre de ses termes , lequel est le nombre des 
combinâisons de /z— ^i lettres prises v kv. Cette 
somme serait donc 

(n — i) {n — a) (n — 3). . . .(/î — v\, 
i.a.3. . , .V ' 

et par cons^quent la formule (A) deviendrait alors 

x=a 11=» — I 

Sho Q (/i~i)(/^a)(ii-a).>.(/»-y) X'"^'(i—XY'-^' 
(H^^ i.a.3....v • V ; • 



jf=:i v=0 



Mais la quantit^ 



1»: 



S (/i-i) (it-a) (w-3)....(;i-^) ^ .^ X^'^-' 
i.a.3....v ^ -^ 
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repr^sente le d^veloppement du binome 

[ X+ (i — X) ]"~* , dont la valeur est Funite : donc 
la quantite pr^c^dente est la meme chose que 



h 






xszi 



ce qui est l'expression connue du capital actuel 
^quivalent k une rente viagere dont le montant 
setait Ao. On voit donc par-lâ, i^' que si toutes 
Ies mises restaient ^gales, k l'exception d'une 
seule , et que cette derniere augmentat progressi- 
vement, Ies ayantages qu'elle pourrait procurer 
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oroîtraient dans un rapport beaucoup moindre 
qu'elle-meme; a^ que si cette mise devenait ex- 
tr^meinent grande par rapport aux autres, la coa-^ 
ditîon de celui qiii laurait &ite serait la meme 
que si le rşvenu perpetuei que sa mise pouvait 
fonder s'^tait ciiang<^ pour lui eri un revenu viager. 
Ce dernier resultat ^tait facile k pr<5voir , et montrc 
l'exacţitude des formules pn§cedentes« 

Si Fon supposait au contraire que , toutes Ies 
autres mises demeurant Ies memes, la premiere 
qui a fond^ le revenu ho diminuat, Ies avantages 
qu'elle procurerait diminueraient dans un rap* 
port beaucoup plus faible qu'elle -meme. Si cette 
premiere mise devenait infiniment petite, le se-* 
cond facteur de Texpression (A) deviendrait infi- 
niment grand ; eu sorte que l'avantage que cette 
mise pourrait procurer serait, dans ce cas ex- 
treme , infiniment grand par rapport a elle ; ou 
bien l'on obtiendrait un avantage d'une valeur 
finie , au moyen d'une mise dont la valeur serait 
infiniment petite. 

On voit par ces resultats que l'avantage que 
peut attendre un actionnaire est d'autant plus 
grand par rapport â «a mise , que cette mise est 
plus petite par rapport 4 celles des autres aetion- 
naires. Ou, en d'autres termes, que, toutes Ies 
autres mises restant Ies memes , si un actionnaire 
double la sienne , Ies avantages qu'elle lui pro-^ 
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curait augmentent , xnais ne soot pas doubl^s ; et 
que si ce meme actionnaire reduit sa mise a inoiti^, 
ces avantages ne son t pas i^^duits âmoitie, raais 
dimimient dans un moindre rapport. Quant k la 
grandeur effective de ces avantages , leur valeur , 
r^duite en capitaux actuels, sera donnee par la 
formule (A), quand on y substituera , pour Ies 
mises des divers actionnaires , Ies valeu rs qui leur 
appartiennent. 

Puisqu'il est d^montr^ que le capital plac^ dans 
la tontine par un actionnaire, Test d'autant plus 
avantageusement que cet actionnaire a mis une 
moindre somme , et Ies autres de plus grandes ; 
ii parait evident^ en şupposant Ies actioniiaires 
âclair^s sur leurs int^rets , que chacun cherchera 
â placer la moindre somme possible , c'est-â-dire 
ne prendra qu'une action. II parkît du moins que 
^si un capitaliste 9 ou un chef de familie^ prenait un 
certain nombre d'actions , ii Ies placerait sur au- 
tant de tetes difKrentes. De cette maniere , chaque 
serie de la tontine serait formee d'actionnaires 
dont toutes Ies mises seraient egales. Cet etat de 
choses me parait etre T^tat naturel et n^cessaire 
de Fetablissement qui fait l'objet de cet examen , 
et je vais maintenant le consid^rer d'une maniere 
speciale. 

Si toutes Ies mises ^6 , A^ , /i, , A3 , . .. . A,_, devien- 
nent Egales k hj chacun des termes de la somme 



s 
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devient teal k - — ^—77 , ou k . Le nombre de 

ces termes ^tant d'ailleurs "^'^^^"~ If"^ ^" , 

cette somme a pour valeur 

n{n — i) (w-^a).. ..(«—!>) 
i.2.3....v(v-{-i) 

Donc la formule (A) devient dans ce cas 



x-ssa 'Vssif — I 



S ^ o /»(«-!) (n-a)....(i»-i>) ^^, , VW,,, 



DSZl «=0 



Je remarquerai que la quantite 



D=n — I 



i.a.3....v(v-{-i) ^ ^ 

n'est autre chose que la somme de tous Ies termes 
du d^veloppement du binome [X-h(i — X)]", â 
l'exception du dernier (i — X)". Donc la valeur 
de cette quantite est 

i-(i-X)- 

et Ton a par cons6quent pour le capital actuel re- 
pr^sentant Ies avantages que chaque actionnaire 
doit attendre de Tassociation , 

h 



Sx^Ă^-{^-^n 



*=i 
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Cette expression montre que le capital actuel 
^quivalent aux avantages eventuels de chaque ac- 
tionnaire , croit avec leur nombre , toutes choses 
âtant ^gales d'ailleurs. Lorsque ce nombre est un 
peu consid^rable , la valeur de ce capital ne dif- 
fere pas sensiblement de 



x=a 



S (T+T' ' °" r ['— JT+r)'\ 



x=zi 



Cette derniere expression est ind<§pendante de la 
loi de la mortalite , et contient seulement le plus 
grand nombre d'ann^es a, pendant lesquelles le» 
actignnaires puissent esperer de vivre au-delâ 
de leur âge actuel. 

Le capital representant la mise de chaque ac- 

tionnaire a pour valeur -, puisque ce capital a pa 

fonder un revenu h , et que r est le taux de l'in- 
t^ret annuel pour un capital i. Mais le capital 
actuel ^quivalent aux avantages que Ies action- 

naires doivent esperer est seulement - j i — z r^ y 

Donc, par la nature de Tassociation , ce capital 
se trouve diminue dans le rapport 

i: I — r -. 

Cette diminution serait nuUe , s'il restait aux ac- 
tionnaires un nombre d'ann^es infini k vivre ; mais 
elle est fort sensible, si le nombre d'anne'es pen- 
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dant lesquelles ils peuveut encore esp^rer de vivre 
est petit. 



h 



La quantit^ § , dont la . valeur 



x=^\ 



=- I — ( t \a î ^^^ evidemment le prix d'une 

rente annuelle h^ dont le paiement serait assurd 
pour a annees, â partir de l'e'poque ou l'on se 
trouve. Par cons^quent, quand Ies actionnaires 
sont en grand nombre, chacun est dans le meme 
cas que si le revenu perpetuei que sa mise a fonde 
lui etait seuleinent assur^ pour le plus long espace 
de temps pendant lequel ii puisse esperer de vivre 
au-delâ de son âge actuel; et tel est, si Ies mises 
sont ^gales entre elles, le plus grand avantage 
que chaque co-actionnaire puisse attendre d^ 
l'association. 

Ainsi , ies mises des actionnaires etant egales , 
on voit i^ que la ton tine offre d'autant plus d'a- 
vantage que le nombre des actionnaires est plus 
grand ; *^ que , dans Ie cas le plus avantageux , la 
valeur des capitaux qui y ont dt^ defposes a dimi- 
nua; 3° que la diminution qu'ils ont eprouv^e 
est d'autant plus grande que Ies actionnaires sont 
plus âg^s ă r^poque du placement. 

On a fait abstraction, dans ce qui precede, des 
cinq pour cent en sus de chaque mise qui doivent 
etre payes aux admihistrateiirs , et de la reserve 
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qu'ils font k leur profit, ou au profit de leurs suc- 
cesseurs et de l'Eltat, du dixieme des extinctions. 
£n ayant d'abord egard ă cette demiere circon- 
stance seulement, on voit que le revenu primitif 
de chacuQ des vivants doit augmenter dans un 
rapport mOindre que celui qui a ^t^ indiqu^ ci- 
dessus. Toutes Ies mises etant toujours suppos^es 
egales ă A , le nombre des associ^s etant n^ et le 
nombre des survivants v-h i ; le revenu de chaque 
survivant, ş'il n'etait fait aucune r^serve, devien- 

drait h . - — . Mais si Ies administrateurs prelevent 

Ie Yz du revenu des morts, c'est-ă-dire 7^ A(/î— v— i), 
le revenu de chaque vivant ne sera plus que 

Ainsi, par Teffet de la retenue dont on vient de 
parler, la condition des actionnaires est la meme 
que si d'une part ou leur payait une rente via- 
gere egale au dixieme du revenu perpetuei que 
leur capital pouvait fonder, et si d'autre part Ies 
neuf dixiemes seulement de ce capital etaient 
places dans une tontine ou Ies administrateurs 
ne feraient aucune retenue. 

Ainsi, une personne qui placera une somme 
dans la tontine perpetuelle d amortissement per- 
dra d'abord -7 de cette somme. Sur Ies ~ restants 
i^ y * tV du revenu perpetuei que cette somme 
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pouvait fonder en achetant de la rente , qui se 
trouve transforme purement et simplement en 
revenu viager. Enfin Ies y*o tt» ou f restants se 
trouvent engages dans la tontine, ou ils sont pas- 
sibles du d^savantage indique par Ies resultats 
pr^c^dents, desavantage toujours subsistant, mais 
dont la grandeur d^pend du nombre des associ^s, 
et sur-tout de leur âge ă T^poque du placement. 
La connaissance exacte et complete du sort 
des actionnaires dans l'hypothese ou toutes Ies 
mises sont ^gales, jette le plus grand jour sur Ies 
cas ou ces mises seraient in^gales, et sur Ia ma- 
ture meme de F^tablissement. Supposons en effet 
qu'un certain nombre d'actionnaires, ^clair^s sur 
leurs interets , soient convenus d'abord de placer 
des sommes ^gales dans la tontine. Si un ou quel- 
ques-uns d'entre eux voulaient ensuite augmenter 
leurs mises , ils favoriseraient leurs co- action- 
naires, et ne trouveraient aucune opposition de 
leur part. Mais comme leurs capitaux , d^ja places 
â perte, souffriraient alors une perte encore plus 
grande, puisqu'il a ^te d^montr^ que l'avantage 
procura par une mise augmente dans un moindre 
rapport qu'elle-meme , lorsque toutes Ies autres 
ne changent point, ii n'est pas possible que l'id^e 
de cette augmentation puisse venir k aucun ac- 
tionnaire. Admettons au con trăire qu'un des ac- 
tionnaires voulut diminuer sa mise ; ii y trou- 
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verait de Tavantage, et ii pourrait se faire que la 
perte k supporter sur cette mise, par l'effet de 
son placeraent; dans la ton tine, fiit r^duite k rien, 
ou meme se changeât en benefice. Mais tous Ies 
autres actionnaires , qui se trouvaient d^ja en 
perte, et doiit cette diminution rend Ie sort en- 
core plus fâcheux, s'y opposeront necessairement , 
ou du moins voudront diminuer aussi leurs mises 
respectives , de maniere qu'elles demeurent toutes 
egales entre elles. Oii voit donc qu'en supposant 
une association form^e librement entre des per- 
sonnes ^clair^es sur leurs interets, et supposant 
d'abord un etat de choses dans lequel toutes Ies 
mises seraient egales^ ii est impossible que cet 
etat cesse d'avoir lieu. Donc Ia contradiction r6- 
ciproque des interets des co-actionnaires amenera 
necessairement cet ^tat de choses, et ce n'est pas 
sans raison qu'on a dit ci-dessus qu'il r^sultait 
essentiellement de Ia nature de F^tablissement. 

Mais on a vu que dans le cas des mises Egales , 
et dans Ies suppositions Ies plus avantageuses , Ies 
capitaux d^pos^s dans Ia tontine sont places k 
perte. Donc cet ^tablissement est necessairement 
d^savantageux aux actionnaires, si on admet que 
chacun connaisse ses interets , et agisse librement 
d'une maniere conforme k ce que ces interets 
exigent. A la v^rite si , dans I'ignorance de ces 
memes interets, quelques particuliers prenaient 
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un grand nombife d'actions, ceux qui n'en au- 
raient [»:*is qu'ua tres-petit noinbre pourraient 
avoir placa leur argeiit avantageusement. Mais 
Tavantage de ces derniers n'aurait lieu que par 
TefTet d'un d^savantage plus grand supporte par 
Ies premiers. Ainsi Tetablissement donţ ii s'agit 
doit etre assimile â un jeu ou Tensemble des 
joueurs doit n^eessairement; perdre , et ou ii ne 
peut y avoir de gagnants sans qu'il y ait en meme 
temps des dupes. 

Les consid^rations prec^dentes paraissent eta- 
blir suffisamment que la tontine qui fait l'objet 
de cet ecrit ne peut donner lieu â aucuhe spe- 
culation cousid^rable et avantageuse. Pour fixer 
entierement les idees sur la nature de cette asso- 
ciation , ii reste k examiner si, mettant peu d'im- 
portance au sacrifice actuel d'une somme de io5 
fîrancs ?ivec laquelle on acquerra une aetion dans 
Ia tontine, ii serait raisonnable d'acheter par ce sa* 
crifice Tesperance de jouir sur la fin de sa vie d'un 
revenu mediocre , mais capable d'offrir quelques 
ressources. 

Pour r&oudre cette question, je continuerai â 
supposer les mises des actionnaires egales entre 
elles , et j'observerai que la grandeur du revenu 
dont un actionnaire pourra jouir x annees apres 
l'association , depend du nombre v des individus 
qui, sur les n associes , vivront encore a cette epo* 
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que. Le revenu total appartenant â une s^rie ^tant 

71 A, la part de chacun est — : La probabilit^ que 

cette part ne sera pas au - dessous de H , est la 
meme que la probabilit^ que v ne sera pas au- 

nh 

dessus de r^. Donc tout se r^duit â calculer la 
Ii 

probabilii^ que, sur n personnes de lage A, le 
nombre des vivants x ann^es apres sera compris 
entre o et v. 

Cette probabilit^ est exprima par la somme^ 
des v-h j premiers termes du binâme [( i — X) -f-X]". 
Le calcul de cette somme est impraticable par Ies 
procedesordinairesde l'algebre, lorsque n et 2;sont 
de grands nombres ; mais on peut l'effectuer faci* 
lement au moyen des m^thodes d approximation 
donnees par M» Laplace, et ii se presente k cet effet 
deux proc^d^s qui se serviront mutuellement de 
verifieation. 

1® Le dernier des termes dont on cherche la 
somme est 

, ^'^'^"-^ -.(i— X)— X-. 

Le terme pr^c^dent est ^gal a celui-ci multiplic 
par le rapport * , en sorte quil est 



de Tordre - par rapport a lui. Le terme qui pr6- 



V" 



cede Tavant-dernier sera de l'ordre — par rap- 
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port au dernier. Par cons^quent si n est un grand 
nombre â T^gard duquel on puisse negliger Tu- 
nit^, et si v est sensiblement plus petit que /z, 
et ne surpasse point l/«, lavant- dernier terme 
pourra etre neglig^ par rapport ă la somme des 
deux derniers , et ă plus forte raisou tous Ies pre- 
c^dents. U suffit donc de calculer la somme des 
deux derniers des termes que Ton considere. 
Au moyen du theoreme(i) 

le dernier terme pourra etre mis sous la forme 



ii-i-i 



w- X . (i — X)— X'. 

En le multipliant par i + ^ 1_ , on aura pour 

la somme des deux derniers termes 

^ ^^ (l— X)»-X% 






OU TT represente le rapport de la circonference 
au diametre 
2® M. Laplace donne (2), pour exprîmer la somme 



(i) Tk^orU unafytique des probabilit^s ^ page 129. 
(a) Ideniy p. i5i. 
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' des s premiers termes du binome ( i +/>)'» la for- 
mule 

(dx.-: rrrr 

J (1+0;)'+* 



jc'— ' 



/dx^ — X ^ 

o * 

On en conclut que la somme des v-f- 1 premiers 
termes du binome [(i— X)+X]" sera 6gale â 

/dx , 

P ' 

I dx. , T—- 

« 

X 

en supposant /? =■ . Tout se reduit donc â 

trouver la valeur des deux int^grales definies qui 
forment Ies deux termes de cette fraction. 

La premiere doit etre calcul^e par la formule (i) 



yo(,+^+....), 



ou Y est la valeur de r=7 t-t" correspondante 

â x:=p^ et ou U est la valeur de la fonction 

2;= — ^^ correspondante aussi ă xz=:p. Le cal 

cui du premier terme suffit, quand n et v sont 
de tres-grands nombres. On a ici 



(i) Theorie analytique des probabilit^s , p. 90. 
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UY= 



et, en mettaut pour p sa yaleur , 



o» 



■ - I • 



/I--+I 



L'int^grale du d^nominateur doit etre calcul^e^ 
n el V ^tant toujours suppos^ de tres-grands 
nombres, par la formule (i) 






(-g> 



OU Y est la valeur maximum de r : et -r-r la valeur 

•^ ' • da: 

que prend j^ , quandy a cctte mame valeur maxi- 
mum. Ou trouve ici 



7=1;— ^ (ti — i;+i)'^+^(7i+j) 



.]i«i.i 



et par cons^quent 



00 



y^JT. ; r-r-=l/âw.2;*"*"»(^— 1^^-0"""^*f'*-^-I)""*^'• 
Le quoţient de Ia premiere integrale divis^epar 



(i) Thione analydque des prohahUkis y "^^r io3. 
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la secoîicte , est donc , en n^gligeant coinme ci- 
dessi^ Tunit^ par rapport k n, 

^.^ ^rîl-.^ ^^.(x—X)"-^X-. 

L'une ou i'autre desdeux formules pr^c^entes 
serviră â calculer la probabilit^ que , sur n per- 
sonnes vivantes k l'âge A , ii n'y en aura pas plus 
de V vivantes k l'âge k+x. 

Pour faire une application de ces fbrmules , j'ob- 
serverai qu'il serait tout-â-fait desavantageux de 
faire des placemeats sur des personnes âgees , 
puisque Ies resultats pr^cedents montrent que la 
perte in^vitable k essuyer sur Ies capitaux plac^s 
dans la tontine , augmente rapidement avec l'âge 
des actionnaires k l'epoque du placement. II y 
aurait egalement du desavantage â prendre une 
action sur la tete d'un enfant qui vient de naître , 
parce que, laloi de la mortalit^ enlevant un grand 
nombre d'enfants dans Ies premieres annees de la 
vie, ii y aurait beaucoup de chances pour que le 
revenu viager que cette action doit fonder fut 
eteint avânt qu'on en eut joui. Ce qu'il y a de 
mieux est de faire le placement sur la tete des in- 
dividus qui ont echapp^ aux dangers de la pre- 
miere enfance. J'admettrai donc,comme une des 
suppositions Ies plus favorables , que le placement 
a ^te fait sur la tete d'iin enfant de dix ans. 
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Placer ainsi son argent, c'est Ie risquer k un 
jeu qu'on sait etre inegal. Cest ce qu'une per- 
soniie sens^e ne peut faire que par Tesperanc^ 
d'un avantage notable. L'avantage qu'on peut es- 
p^rer ici , est une augmentation consid^rabie dans 
le revenu viager qu'on possede. Un coup-d'oeil 
jet^ sur une table de mortalit^ fera juger du prix 
qu'on doit mettre k une semblable esperance. Ces 
tables apprendront en effet qu'il doit mourir un 
fort petit nombre d'associ^s dans Ies premieres 
annees de I'association, et que, tant que Ies asso-* 
ci^s ne seront pas fort âges,le revenu total se par- 
tagera encore entre un tres-grand nombre de 
vivants. Quand Ies actionnaires seront parvenus k 
soixante-dix ans environ , le nombre des morts 
augmentera plus rapidement , et le revenu des 
survivants eprouvera unaccroissement plusgrand; 
mais, la mort ne tardant pas â Ies atteindre a leur 
tour , ils n'auront joui de cet accroissement que 
pendant tres-peu de temps. Si l'on a ^gard au peu 
de probabilite d'arriver k une vieillesse tres-avan- 
c^e, et au peu de dur^e de l'intervalle pendant 
lequel on pourrait jouir , dans Ies derniers instants 
de cette vieillesse , d'un revenu viager conside- 
rable, on jugera vraisemblablement que ce n'est 
pas dans Tesp^rance seule de cette jouissance qu'on 
doit placer le d^dommagement du sacrifice que 
l'on fait en prenant une action. Mais j'admettrai 
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que Ton regarderait comme une compensation 
suffîsante de ce sacrifice , Fesperance d'obtenir 
un revenu qui ofîfrît quelques ressources, lors- 
qu'oii aurait atteint Tâge de soixante ans. Ainsi 
je chercherai quelle est la probabilii^ que io5 fr. 
plac^s sur la tete d'un enfant de dix ans , lui 
procureront â soixante ans un revenu de 5p fr. 
au moins. 

Les cent miile actions qui forment une s^rie 
ayant donc iti plac^es sur la tete de looooo en- 
fants de dix ans, on a 7i= looooo. Si l'on suppose 
que 1 00 fr. employ^s a acheter de la rente donnent 
7 fr. de revenu , le revenu total appartenant a la 
serie sera 7 n. Le nombre des survivants etant v, 
le nombre des morts est n-^v. Par cons^quent 
la part des vivants est 7 . v , et la part des morts 
7 {n — v). Les -^ seulement de cette derniere part 
reviennent aux actionnaires. Ainsi les vivants tou- 
chent en totalit^ 

7î;-h6,3(/2 — i;) = 6,3./2-h057t;. 
Mais pour que chacun eut 5o fr. de revenu , ii 
faudrait que leur revenu total fiit 5o. v fr. On 
a donc pour deterniiner v F^quation 

5o, v=63n-h O. nv. d'ou î;=-^r=iî^77Q. 

' 49,3 "^ 

Ainsi, pour que chacun des enfants de dix ans 

sur la tete desquels on a pris une action joiiisse 

de 5o fr. de revenu k 60 ans, ii faut qu'il n'en 

reste plusa cette 6poque que 12779 vivants. 
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D'une autre part , on voit, par la table de mor- 
talite consid^r^e g^ne'ralement comme la plus 
exacte, que, sur 55jiai6 personnes eidstantes â 
rage de dix ans, ii en subsiste ai 35668 quand 
elles ont atteiat l'âge de soixante ans. Ainsi la pro- 

babilit^ qu'une personne de dix ans vivra encore 

% . . , 2135668 -^ 

a soixante ans, est expnmee par rr r. Donriant 

* '■ 55ii2i6 

donc â X cette valeur dans Tune ou l'autre des 
deux formules pr^cedentes, faisant /2 =100000, 
et i;= 12779, on trouvera pourle logarithme du 
nombre exprima nt la probabilit^ cherch^e 7242,0. 
Ce resultat indique une probabiliţ^ tellement 
faible, qu'il serait absurde de faire le plus leger 
sacrifice pour acquerir le droit de courir une 
semblable chance. Cette probabilit^ est effective- 
ment plusieurs milliers de fois plus petite que 
celle d'amener un quine â la loterie. 

6n peut objecter que le calcul precedent est 
fond^ sur une table de mortalite dont Fexacti* 
tude n'est point assur^e. Je r^pondrai k cet ^gard 
que si Ton a quelque moyen de prouver que, sur 
un grand nombre de personnes âg^es de dix ans , 
ii n'y en aura pas Ies f environ qui vivront encore 
5o ans apres, je suiş tout preţ â r^former ce 
calcul. Mais ii est assez visible qu'on peut sup- 
poser de grandes erreurs dans la table de mor- 
talite , imaginer par exemple que Ies nombres 
sont trop grands ou trop petits du tiers ou de 



